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  چکیده 
بار در آن    یک  طوری كه هر رأس دقيقاًسير هميلتوني، مسيری در گراف است بهكاربردهای زیادی دارد. م ،ها از جمله ریاضيات و صنعتدر بسياری از حوزه ،مسير هميلتوني

  های توری عمومي نيز این مسئله در دسته گراف  كامل است. همچنين برای-پيهای عمومي، انهميلتوني در گرافكردن مسير  پيدا  مسئلهثابت شده است كه    شود.ملاقات مي

كه اندازه كل گراف   شکل با یک حفره مستطيلي-𝐿های توری، به نام گراف توری  كلاس خاصي از گرافاین مسئله را برای زیر ،گيرد. در این مقالهكامل قرار مي-پيئل انمسا

ایم كه این الگوریتم در زمان خطي مسير هميلتوني بين دو رأس  ایم. در نهایت نشان دادهایم و شرایط لازم و همچنين الگوریتم ساخت مسير را ارائه دادهحل كرده رد است، ف

 آورد.دست ميرا به  هادر این گراف 𝑡 و 𝑠  معين

 .كامل-پيشکل با یک حفره مستطيلي، ان-𝑳مسير هميلتوني، دور هميلتوني، گراف توری، گراف توری     :کلیدی کلمات 
 

 مقدمه -1
 

  . از جمله يرندگيم  قرار  1كامل -يپدر كلاس ان  يواقع  يایدن  لئاز مسا  ياریبس

مسير هميلتوني كرد.    اشاره  2يلتونيهم  يربه مسئله مس  تواني م  لئمسا  ینا

  ير له مسئمسبار عبور كند.  یک  دقيقاً  3كه از هر رأس   مسيری در گراف است

بسياری    یگراف است و كاربردها   یهمشهور در نظر لئاز مسا  يلتوني یکيهم

 ي عموم   یهاگراف   یله برائمس  ینا  يدارد. در حالت كل  در ریاضيات و صنعت

  ی تور   یهاجمله گراف ها ازاز گراف   يبرخ  یبرا   ينكامل است. همچن-يپان

كامل قرار دارد.  -يپله در كلاس انئمس ینثابت شده است كه ا نيز  4ي عموم

  يل، به دلهابودن آن ی و كاربرد  يتاهم لاف برخ  يلتونيهم يرمسئله مس یبرا 

  ینا  یمقاله رو  ینرو در ا  ینوجود دارد. از ا  يكم  یجشان نتاسخت   يتماه

  از  5ماز له  ئمسیکي از كاربردهای مسير هميلتوني، در    .شوديم  يقمسئله تحق

  یکله  ئمس  ینا  یورود .  [1]  است  6پيکسلي  يدو سف  ياهس  یرتصو  یک  یرو

ورود و خروج از پيچ و خم  ي به همراه دو نقطه شطرنج يدو سف ياهس یرتصو

طوری كه جواب  باشد بهتصادفي مي  و خم  يچپ  یالگو  یکآن    يو خروج  است

شده داشته باشد. برای حل این    این پيچ و خم، ظاهری متناظر با عکس داده

  توری   ست نقاط سياه تصویر پيکسلي را معادل رئوس یک گرافا  له كافيمسئ

طوری كه بين هر دو رأس یال وجود داشته باشد اگر و تنها  نظر بگيریم به در  

های متناظر با آن رئوس با هم مجاور باشند. حال مسير هميلتوني اگر پيکسل 

آوریم و در گام  مي دست  ، به در مسئله مشخص شده است را بين دو رأسي كه  

گوی پيچ هيم تا الدلگوریتم توليد پيچ و خم تصادفي ميآخر این مسير را به ا

له دقت داشته باشيد كه این مسئ   (.1)شکل    و خم متناظر با آن را توليد كند

مسير هميلتوني در گراف ساخته شده از روی عکس    موجود بودندر صورت  

 قابل حل است.    ،پيکسلي
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 [1]  یکي از كاربردهای مسير هميلتوني در پيچ و خم تصادفي .  1شکل  

است كه مجموعه رئوس آن نقاط صفحه با    گرافي  7ي نامتناهتوری  گراف  

به هم متصل هستند اگر   یالي یقو دو رأس از طر باشديم يحمختصات صح

 (.  2)شکل    باشد  یکآنها    بين  8يدسي اقل  و تنها اگر فاصله

 

 
 گراف توری نامتناهي  .2شکل  

 

تور  گراف    از 10متناهي   یيالقارأس  یرگرافز  یک 𝐺𝑔  9ي عموم  یگراف 

 (.  3)شکل  است  ينامتناه

 

 
 گراف توری عمومي   .3شکل  

تور  گراف  از  وجه  متناه  .شوديم  ناميده 11سلول  ی،هر  وجه  كه   يهر 

كه حفره    یبه هر نوع گراف تور  .شودي م  ناميده  12حفره   یکنباشد،    سلول

 . (4شود )شکل  يمفته  گ  13بدون حفره   ینداشته باشد گراف تور 

 

 
1 Luccio 

2 Mugnia 

 
 گراف توری بدون حفره   .4شکل  

 

در كلاس    𝑡و   𝑠معين  له مسير هميلتوني بين دو رأس  در این مقاله، مسئ

كه یک   شکل-Lهای توری  ، یعني گراف دارحفره   های توریخاصي از گراف 

اندازه كل گرافمستطيلي از آن حذف شده است بهحفره   ، فرد  طوری كه 

كنيم  را بررسي مي   ندارد  شکل هيچ اشتراكي-Lشده با مرز  است و حفره حذف 

 دهد(.  شکل با یک حفره مستطيلي را نشان مي -Lیک گراف توری    9)شکل  

مسئعنوبه این  كاربردهای  از  دیگر  یکي  ميان  تعبيه  له  موضوع  به  توان 

تعبيه  شبکه  موضوع  كرد.  اشاره  موازی  پردازش  مبحث  در  ارتباطي  های 

های ارتباطي است و  ارزیابي شبکه ها یکي از مباحث مهم در طراحي و  شبکه 

های ارتباطي موجود را در یک  توان شبکه شود كه آیا مي در آن بررسي مي 

شده در این مقاله، در  ه ارتباطي مشخص تعبيه كرد. در مسئله مطرح شبک

واقع نحوه تعبيه یک آرایه خطي )مسير( در یک توری دو بعدی )گراف توری  

L-  )شود. سي ميبررشکل با یک حفره مستطيلي 

در   مقاله  بخش    ششاین  در  است.  شده  تنظيم  و    مقدمه،  1بخش 

شده در  كارهای انجام  تاریخچه، 2له بيان شد. در بخش كاربردی از این مسئ

نيازهایي كه در این  ش تعاریف و پي،  3شود. در بخش  های توری بيان مي گراف 

وجود  لازم برای  شرایط    ،4اند. در بخش  نياز هستند، مطرح شده مقاله مورد

  ، 5بررسي این مقاله ذكر شده است. در بخش  مسير هميلتوني در گراف مورد

در  در نهایت،  الگوریتم ساخت مسير هميلتوني در این گراف بيان شده است.  

ن  ،6بخش   بيان  نتایج حاصل گيری و جمع تيجهبه  این مقاله  بندی  شده در 

 ایم. پرداخته 

 

شده روی گراف های انجامپژوهش  تاریخچه -2

 توری
 

بخش،   این  انتاریخچهدر  كارهای  از  مسئلهجام ای  با  رابطه  در  مسير    شده 

 كنيم. را بيان ميهای توری  در گرافهميلتوني  

تور  سال  يناول  یبرا را    یگراف  در    معرفي   2يا نموگ   و  1يو لوس،  1978  بار 

آن كردن سعد،  مسئله  يها  حل  سال    .[2]  داشتند  يلتونيهم  يرمس  در  در 

  يلتونيهم  يروجود مس  یبرا  يلازم و كاف  یطو همکارانش، شرا  3یتای ، ا1982

كردند و    يانب  را  14يلي مستط  یتور  های گراف   در  𝑡و    𝑠ين  دو رأس مع  ينب

- پي ان مسئله  یک ي،عموم یتور  یهاگراف  یمسئله برا   ینثابت كردند كه ا

همچن  كامل و  در    يلتونيهم  يرمس  یبرا  يخط  -زمان  یتميالگور  يناست 

3 Itai 
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باز را مطرح    مسئله  ینا  يننچها همارائه كردند. آن  يليمستط  یتور   یهاگراف 

  حفره  بدون  یتور  هایگراف   در   يلتونيهم  يردور و مس  مسئله  یاكردند كه آ

چندجمله   در شد  15ی ازمان  خواهد  سال    ؟[3]  حل    1ي فرتآ،  1994در 

كرد و    ی پيشنهادتور   یهااز گراف   یركلاسيز  یرا برا   يلتونيدور هم  یمسئله

 [. 4]  ارائه داد  يلتونيساختن دور هم  یبرا  16ي خط-زمان  یتمالگور

سال   زل1995در  و  گو  دور    یبرا  یاجمله چند  حلراه  2يکووسکي ، 

ز  يلتونيهم ارائهتور  یهااز گراف   یركلاسيدر  و حدس زدند كه   ی  كردند 

كامل  -پيي ان بدون حفره عموم  یتور  ی هاگراف   یبرا  لتونييدور هم  مسئله

  ی را برا  يلتونيهم دور ، مسئله3و آمانس  هارت، لن 1997در سال  .[5]  است

الگور  یتور  یهاگراف  و  كردند  حل  حفره  پ  یتميبدون  ي زمان   يچيدگيبا 

𝑂(𝑛4)  آ  مسئله  ینا  ينها همچنكردند. آن   ارائه   یا باز را مطرح كردند كه 

  یها در گراف  يلتوني( همير)مس  مسئله دور  یبرا   یاچندجمله -زمان  یتمالگور

تعداد  یتور دارد    یبا  وجود  محدود  به شکل  ]خ  یاحفره  سال  [؟  6ير  در 

چن 2002 الگور  4،  همکارانش،  درارائه  یتمو  را3]  شده  داد  [  و    ندبهبود 

  𝑡و    𝑠ين دو رأس مع  ينب  يلتونيهم  يرساخت مس  یبرا  17ی مواز   یتميالگور

،  2003در سال    .[ 7]  مش( ارائه كردند  ی)معمار   يليمستط  یگراف تور   در

  ی تور  یهابه نام گراف   یاز گراف تور  یيهاكلاس یرو همکارانش، ز  5سلمان 

راالفبا بررس  يمعرف  یي  و  كدام   يكردند  ا  یکكردند كه  دور  گراف   یناز  ها 

   .[8]دارد    يلتونيهم

  يلتوني له دور همئو همکارانش نشان دادند كه مس  6، اسلام 2007در سال  

، 2008در سال    .[9]  كامل است-پيان   18ي ضلعشش   یتور  یهاگراف   یبرا 

دادند كه مس  7گُردُن نشان    یهاگراف   یبرا   يلتونيدور هم  لهئو همکارانش 

 يلتوني و دور هم  يرمس  لئمسا   يراًاخ  . [10]  استكامل  -پيان  19يمثلث  یتور

، كشاورز  2012در سال    اند.قرار گرفته   موردتوجهبيشتر    یتور  یهادر گراف 

وكوهجرد )دور(    يرمس  له ئمس  یبرا  يخط  -زمان  یتمالگور  ، یک8ی باقر  ی 

  ،2015در سال    .[11]  ارائه دادند  خاص  یيالفبا  یتور  یهادر گراف   يلتونيهم

مسو    9هانگ  كه  دادند  نشان  هم  يرمس  لهئهمکارانش  در    يلتوني)دور( 

تور  یهاگراف  است-پيان  20ی ابر  سال    .[12]  كامل  كشاورز  2016در   ،

باقر   یكوهجرد )دور(    يرمس  له ئمس  یبرا  يخطزمان   یتمالگور  یک  ی،و 

كردند  21شکل 𝐿ی  تور   گراف  در  يلتونيهم توری  گراف   .[13]  ارائه  های 

𝐿ببينيد(.    7  های توری بدون حفره هستند )شکلگراف ،  شکل در سال  را 

  لهئمس  یبرا   يخط-زمان  یتمالگور  یک  ی،و باقر  ی، كشاورز كوهجرد2017

هم  يرمس همچن  اندازه   با  22شکل 𝑂ی  تور   گراف  در  يلتوني)دور(  و    ينزوج 

ارائه كردند  اندازه  نویسندگان، شرایط لازم    2019در سال    .[14,15]  فرد 

در    شکل با یک حفره مستطيلي𝐿برای وجود مسير هميلتوني در گراف توری  

كه  خاص  𝑚حالتي  − 𝑘      ،است 𝑑زوج  ≥ 𝑚 − 𝑘  ،𝑎 = 𝑏 = 𝑎و   1 =

𝑐 = تر حل  له برای حالت كليدر این مقاله، مسئ[.  16دست آوردند ]بهرا    1

شود و علاوه بر بيان شرایط لازم یک الگوریتم زمان خطي برای ساخت  مي

ارائه ميدر این گراف   𝑡و   𝑠مسير هميلتوني بين دو رأس معين   در  شود.  ها 

كوهجرد 2020سال   كشاورز  باقر  ی،    یبرا   يخطزمان   یتمالگور  یک  ی،و 

 
1. Afrati 
2. Gue & Zelikovsky 
3. Lenhart & Umans 
4. Chen 
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تور  يلتوني)دور( هم  يرمس  لهئمس گراف  كردند  23شکل 𝐶ی  در    . [17]  ارائه 

شکل و  Lهای توری  گراف هميلتوني در    هایدورله بازپيکربندی  مسئ  اخيراً

های توری مستطيلي  در گراف   𝑡و    𝑠هميلتوني بين دو رأس معين  مسيرهای  

 . [19,18]بررسي شده است  

 نیازهاتعاریف و پیش -3

 پردازیم.این مقاله مي نياز در  نيازهای مورددر این بخش به بيان تعاریف و پيش 

است   24زوج 𝑣  رأس .شوديمشخص م  𝑣𝑦  و 𝑣𝑥  توسط 𝑣  رأس مختصات

𝑣𝑥  اگر + 𝑣𝑦 در این مقاله فرض  .  است 25ن صورت فردزوج باشد، در غير ای

  ی، گراف تور   در  بالا سمت چپ باشد.  مختصات رأس گوشه   (1,1)كنيم مي

است.  26درجه  چهار  حداكثر  رأس  ویژگي  هر  از  گراف یکي  توری های    های 

  ي دوبخش  ی،تور   یهاجا كه گراف از آن.  ها استبودن آن  27بخشي خاصيت دو 

زوج را با رنگ    رئوس كرد.  يزیآمها را با دو رنگ، رنگآن   توانميهستند،  

ممکن است تعداد    .كنيمي م  يزیآمسفيد و رئوس فرد را با رنگ سياه رنگ

سفيد و  سياه  باشند.    ،رئوس  برا   يرنگمتفاوت  ب  یكه  رئوس    يشتری آن 

رنگ   يزیآمرنگ باشد  د  شودي م  ناميده 28یتاكثر  شده  رنگ    رنگ   یگرو 

  يد مجموعه رئوس سف  و 𝑉𝐵  را با  ياه. مجموعه رئوس سشودي م  ناميده  29يتاقل

 (.  5)شکل  دهيم  ي م  نمایش 𝑉𝑊  را با

 
 بودن گراف توری . ویژگي دوبخشي 5  شکل

 

 با مجموعه رئوس   یتور  گراف  يلي،مستط  یگراف تور 

𝑉(𝑚,𝑛) = {𝑣|1 ≤ 𝑣𝑥 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑣𝑦 ≤ 𝑛}  با كه   𝑅(𝑚,𝑛)  است 

  شود ي م  يدهنام  مستطيلي𝑅(𝑚,𝑛)  ،𝑘  گراف   .(6شود )شکل  ي داده م  نمایش

𝑘  اگر = 𝑚    یا𝑘 = 𝑛.   صورت  این گراف به  اندازه𝑚 × 𝑛  شود. تعریف مي 

 

 

6. Islam 
7. Gordon 
8. Keshavarz-kohjerdi & Bagheri 
9. Hung 
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 گراف توری مستطيلي  .6شکل  

 

;𝐿(𝑚,𝑛شکل كه با  𝐿ی  گراف تور 𝑘,𝑙)  گراف    یک  شود،يداده م   نشان

 𝑅(𝑘,𝑙)يلي  مستط  یتور   یرگرافز  یکكه    است  𝑅(𝑚,𝑛)يلي  مستط  یتور

به   گوشه   از است  ا  یطورآن حذف شده  مستط  ینكه  مرز  يلدو  دو    فقط 

𝑚صورت  اندازه این گراف به  مشترک با هم داشته باشند. × 𝑛 − 𝑘 × 𝑙 

 (. 7)شکل    شودتعریف مي

 

 
 شکل 𝐿گراف توری    .7شکل  

تور  با  شکل𝑂ی  گراف  ;𝑂(𝑚,,𝑛  كه  𝑘,𝑙; 𝑑,𝑐,𝑎,𝑏)  دهيم، يم   نمایش 

يلي  مستط  یگراف تور   یرز  یکكه    است  𝑅(𝑚,𝑛)يلي  مستط  یگراف تور  یک

𝑅(𝑘,𝑙) ها آن  ينب  يمرز مشترك  يچ كه ه  یطور آن حذف شده است به  از

𝑚  صورتوجود نداشته باشد و اندازه آن به  × 𝑛 − 𝑘 × 𝑙  شوديم  تعریف.  

فرد است  توری  گراف    اندازه  .دهديم یشرا نما  شکل𝑂ی  تور   گراف  8شکل  

|𝑉𝐵||  اگر − |𝑉𝑊|| = اگرباشد    1 است  زوج  |𝑉𝐵||  و  − |𝑉𝑊|| = 0 .

گاه  آن  باشد  𝑅(𝑘,𝑙) مختصات رأس گوشه چپ بالا در  (𝑥1,𝑦1)يد  كن  فرض

 . شوند يم   یفتعر  یرصورت زبه  𝑏و    𝑑,𝑐,𝑎يرهای  متغ
 
  𝑑 = 𝑥1 − 1, 𝑐 = 𝑚 − (𝑑 + 𝑘), 𝑎 = 𝑦1 − 1, 𝑏 = 𝑛 −

(𝑎 + 𝑙) 
 

 
 شکل 𝑂گراف توری    .8شکل  

تور  مستط  یک با    شکل𝐿ی  گراف  با   يليحفره   كه 

𝐿𝑅(𝑚,𝑛; 𝑘,𝑙; 𝑚1,𝑛1; 𝑑,𝑐,𝑎,𝑏)  یگراف تور  یک  ،دهيميم  نمایش  𝐿 شکل  

𝐿(𝑚,𝑛; 𝑘,𝑙)  تور  یرز   یکكه    است آن   از  𝑅(𝑚1,𝑛1)  يليمستط  یگراف 

وجود نداشته باشد  ها  آن  ينب  يمرز مشترك  يچكه ه  یطور حذف شده است به 

𝑚  صورتو اندازه آن به × 𝑛 − 𝑘 × 𝑙 − 𝑚1 × 𝑛1  شکل    .شوديم  تعریف

  يدكن فرض. دهدي م یشرا نما يليحفره مستط یکبا  شکل𝐿  یتور  گراف 9

(𝑥1,𝑦1)  در بالا  چپ  گوشه  رأس  آن باشد  𝑅(𝑚1,𝑛1)  مختصات  گاه  . 

 . شونديم  یفتعر  یرصورت ز  به  𝑑,𝑐,𝑎,𝑏  يرهایمتغ
 

𝑑 = 𝑥1 − 1, 𝑐 = 𝑚 − (𝑑 + 𝑚1), 
 𝑎 = 𝑦1 − (𝑙 + 1), 𝑏 = 𝑛 − (𝑙 + 𝑎 + 𝑛1) 

 

 
 شکل با یک حفره مستطيلي 𝐿گراف توری    .9شکل  

 

;𝐿𝑅(𝑚,𝑛  در ادامه، 𝑘,𝑙; 𝑚1,𝑛1; 𝑑,𝑐,𝑎,𝑏)  را به اختصار با  𝐿𝑅  یشنما  

كن  .دهيميم تور  یک  𝐺يد فرض  نماد  یگراف  دهنده  نشان   (𝐺,𝑠,𝑡)  باشد. 

رفتن  بدون ازدست   است.در آن    𝑡و   𝑠ين  همراه دو رأس مع  به  𝐺ی  گراف تور 

مئمس  يتكل فرض  𝑠𝑥 :كنيميله،   ≤ 𝑡𝑥.   ادامه ا  مقاله،  ینا  در    یجاد بدون 

  های های گراف یال ها، تمام شکل  ياز شلوغ يریجلوگ یله، برائدر مس يخلل

فرض    .كنيميم  يمها را ترسو فقط در مواقع لزوم آن   كنيمي حذف م  ی راتور

𝐺يد  كن = (𝑉,𝐸)  گراف با مجموعه رئوس  یک  𝑉(𝐺)  های  یال مجموعه    و

𝐸(𝐺)  .رأس  باشد مجاور   𝑣و    𝑢  دو  با  ناميممي  30را   نمایش   𝑢~𝑣  و 

(𝑢,𝑣) هرگاه  دهيم،يم ∈ 𝐸(𝐺).    یالدو  (𝑢1,𝑣1)  و (𝑢2,𝑣2)  ی  مواز   را

 𝑉1  باشد و  31گراف همبند  یک 𝐺يد فرض كن  .𝑣1~𝑣2و    𝑢1~𝑢2 اگر  گویيم

  𝐺 \ 𝑉1  است اگر، 𝐺  از  32يبرش رأس  یک  𝑉1  باشد.  𝑉(𝐺)  از  یا مجموعه زیر

 (. 10  )شکل  ناهمبند باشد

 

 
 {𝑐,𝑑}برش رأسي    .10شکل  

 

گراف  𝑣  رأس برش  یک  𝐺  از  اگر  𝐺  از  33ي رأس  برش    یک  {𝑣}  است، 

 (. 11)شکل    باشد  𝐺  از  يرأس
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 𝑒رأس برشي    .11شکل  

 

گراف  یرچند ز  یا  یک  آن به  از  ، افرازی𝐿𝑅  از  34يکتفک  یک  :1- 3تعریف  

,𝐺1,𝐺2,𝐺3ی  مجزاي  متناه  یتور … , 𝐺𝑛  كه:  یطور به  است 
𝑉(𝐿𝑅) = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2) ∪ 𝑉(𝐺3) ∪ … ∪ 𝑉(𝐺𝑛) 

𝑉(𝐺1)     و ∩ 𝑉(𝐺2) ∩ 𝑉(𝐺3) ∩ … ∩ 𝑉(𝐺𝑛) = ∅. 

بين رئوس سياه و سفيد تغيير   یگراف تور  دور در   یاكنيد كه مسير   دقت

 .كنديم

 است اگر   35رنگي -سازگار  (𝐺,𝑠,𝑡)  :2- 3تعریف 

• ||𝑉𝐵| − |𝑉𝑊|| =  یا   رنگ اكثریت داشته باشند  𝑠,𝑡و    1

• |𝑉𝐵| = |𝑉𝑊|    و𝑠,𝑡   .رنگ مخالف هم داشته باشند 

زیر    36نشان دادند كه اگر یکي از شرایط ممنوعه   ایتای و همکارانش

  گاه مسير هميلتوني در گراف توری مستطيلي موجود نيست رخ دهند، آن 

[3] . 

؛  (12)شکل    برش رأسي باشند  {𝑠,𝑡}رأس برشي یا   𝑡یا   𝑠(  1)م

 یا

)شکل    ندباش 37ریختیک یركه با حالت ز  یيهاتمام حالت   (2)م           

13): 

  *𝑚    ،زوج باشد𝑛 = 3 ،𝑠    سياه و𝑡   سفيد باشد؛ 

  *𝑠𝑦 = 𝑠𝑥و    2 < 𝑡𝑥   یا𝑠𝑦 ≠ 𝑠𝑥و    2 + 1 < 𝑡𝑥. 
 

 
 ایتای و همکارانش   ين شرط ممنوعه اول  .12شکل  

 

 
 ایتای و همکارانش   . دومين شرط ممنوعه 13شکل  

 

]3-3تعریف   توری  [  3:  اگر    است  38قبول قابل  (𝑅(𝑚,𝑛),𝑠,𝑡)گراف 

 ( صدق نکند. 2( و )م1كدام از شرایط )مرنگي باشد و در هيچ-سازگار

مسير هميلتوني دارد اگر   (𝑅(𝑚,𝑛),𝑠,𝑡)گراف توری  [  3: ] 1-3قضیه  

 قبول باشد. و تنها اگر قابل 

  يلتونيهم  يرمس  مسئله  𝑃(𝑅(𝑚,𝑛),𝑠,𝑡)  يدفرض كن[  3: ] 2-3قضیه  

بقابل مع  ينقبول  رأس  آن باشد  𝑡و    𝑠  يندو  مس.   در   يلتونيهم  يرگاه 
(𝑅(𝑚,𝑛),𝑠,𝑡)  شوديم  يداپ  يزمان خط  در . 

دارد، اگر    يلتونيهم  دور  𝑅(𝑚,𝑛)يلي  مستط  یگراف تور [  3: ]1-3لم  

|𝑉𝐵|و تنها اگر   = |𝑉𝑊|  و 𝑚,𝑛 > 1. 

.  دهديم  نمایشزوج را    يليمستط  یدر گراف تور   يلتونيدور هم  14شکل  

  یسه وجه گراف تور   یرو  یمرز   هاییال   شده، همه  يداپ  يلتونيهر دور هم

يلي مستط  یگراف تور   یكه برا   دهدينشان م  ین. اشوديرا شامل م  يليمستط

𝑚,𝑛و    زوج  اندازه   با > هم1 هم  توانيميم  يشه،   يم كن  يداپ  يلتونيدور 

همه    یطوربه به   یمرز   هاییالكه  شود،  شامل  دقرا  از  یک  يقاًجز    وجه 

𝑅(𝑚,𝑛)    شامل تعداد رئوس زوج است. كه 

 

 
 دور در گراف توری مستطيلي  .14شکل  

شکل مسير هميلتوني دارد اگر و  𝑂[ گراف توری  14،15]  :3-3قضیه  

شده در  مطرح   یک از شرایط ممنوعهرنگي باشد و در هيچ-ا اگر سازگارتنه

 [ صدق نکند. 14،15]

كن[  14،15]  :4-3قضیه   ;𝑃(𝑂(𝑚,𝑛يد  فرض  𝑘,𝑙; 𝑑,𝑐,𝑎,𝑏),𝑠,𝑡)  

  يرگاه مس. آن اشدب  𝑡و    𝑠 يندو رأس مع  ينقبول بقابل  يلتوني هم  يرمس  مسئله

 . شوديم  يداپ  يزمان خط  در  آن در  يلتونيهم

 شکل دور هميلتوني دارد اگر و تنها اگر 𝑂گراف توری  [ 15: ] 2-3لم 

|𝑉𝐵| = |𝑉𝑊|  و 

[(𝑎,𝑏,𝑐,𝑑 > 𝑎) یا  (1 = 𝑏)] و 1 = odd ≤ 𝑛)] و 3 = even)  یا 

(𝑛 = odd و 𝑑 = odd  یا 𝑐 = odd)]) ,(𝑏 = 𝑏) یا  (2 > 3)])]. 

 (𝑳𝑹,𝒔,𝒕)در   ممنوعهشرایط  -4
بخش  این  توری    ،در  گراف  كه  ندارد،    (𝐿𝑅,𝑠,𝑡)حالاتي  هميلتوني  مسير 

 شوند. شوند و در آخر شرایط لازم در قالب یک قضيه مطرح مي بررسي مي 

 يلي بهحفره مستط  یکبا  شکل  𝐿ی  تور  یک گراف  (𝐿𝑅,𝑠,𝑡)يد  فرض كن

مع رأس  دو  آنباشد.    𝑡و    𝑠 ينهمراه    ي دوبخش  گراف  یک  𝐿𝑅 كه  یيجااز 

نت  ييرتغ  يدو سف  ياهس  ينب  یدبا  يررنگ رئوس هر مس  است،   يجه،كند. در 

 در  يلتونيهم يروجود مس یلازم برا شرط  𝑡و    𝑠  بودن دو رأسي رنگ-سازگار

(𝐿𝑅,𝑠,𝑡)  بر شرمچنين. هباشدمي   یرز  یطاز شرا  یکياگر  (  1)م  ط، علاوه 

. توجه  (15)شکل    است  يلتونيهم  يرمس  فاقد  (𝐿𝑅,𝑠,𝑡)  گاهبرقرار باشد، آن 

نظر گرفته  كل گراف فرد در  و اندازه   اندحذف شده  ،ریختیک  كه حالات  يدكن

 شده است. 
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 (𝐿𝑅,𝑠,𝑡)( در  1شرط )م  .15شکل  

𝑠  (3)م ≠ 𝑤, 𝑡 ≠ 𝑤, 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒(𝑤) = 1, 𝑤 ∈ 𝑉(𝐿𝑅)    شکل(

16 .) 

 

 
 (𝐿𝑅,𝑠,𝑡)( در  3برقراری شرط )م  .16شکل  

 كه در آن  یطور به  باشد  𝐿𝑅  ازیک تفکيک    {𝐺1,𝐺2}يد  فرض كن  (4)م

𝐺1 = 𝑅(𝑚 − 𝑘,𝑙), 𝐺2 = 𝑂(𝑚,𝑛 − 𝑙; 𝑚1,𝑛1; 𝑑,𝑐,𝑎,𝑏), 

𝑚 − 𝑘 = 1, 𝑠 = (1,1), 𝑝 = (1,  𝑙), 𝑞 = (1,  𝑙 + 1), 𝑡𝑦 > 𝑙  و 

    (𝐺2,𝑞,𝑡)  (. 17)شکل    باشد  مسير هميلتوني نداشته 
 

 
,𝐿𝑅)( در  4برقراری شرط )م  .17شکل   𝑠, 𝑡) 

,𝐺1}يد  فرض كن  (5)م 𝐺2}    ازیک تفکيک  𝐿𝑅  كه در آن   یطور به  باشد 

𝐺1 = 𝑅(𝑚 − 𝑘, 𝑙), 
𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛 − 𝑙; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏), 
  𝑚 − 𝑘 = 2 

 و یکي از حالات زیر رخ دهد:   

𝑠𝑦  )الف(  , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙    ؛ (18)شکل 

 

 
,𝐿𝑅)الف( در  -5برقراری شرط )م  .18شکل   𝑠, 𝑡) 

,𝐺2)  )ب( 𝑠, 𝑡), 𝑠𝑦 , 𝑡𝑦 > 𝑙    (؛ 19باشد )شکل  مسير هيلتوني نداشته 

 

 
,𝐿𝑅)ب( در  -5برقراری شرط )م  .19شکل   𝑠, 𝑡) 

 

𝑠𝑦  )ج(  ≤ 𝑙, 𝑡𝑦 > 𝑙  :و یکي از حالات زیر رخ دهد 

 سفيد باشد،   𝐿𝑅یت رنگ اكثر  (1)ج         

,𝑙 زوج  باشد )]          𝑝 = (1, 𝑙), 𝑞 = (1, 𝑙 + 1))  𝑂𝑅   

,𝑙 فرد باشد )                          𝑝 = (2, 𝑙), 𝑞 = (2, 𝑙 + 1))] 

,𝐺2) و                     𝑞, 𝑡)    (20)شکل    اشدمسير هيلتوني نداشته . 

 

 
,𝐿𝑅)( در  1ج-5برقراری شرط )م  .20شکل   𝑠, 𝑡) 

 سياه باشد،   𝐿𝑅یت رنگ اكثر  (2)ج       

,𝑙 زوج  باشد )]          𝑝 = (2, 𝑙), 𝑞 = (2, 𝑙 + 1))  𝑂𝑅   

,𝑙 فرد باشد )                          𝑝 = (1, 𝑙), 𝑞 = (1, 𝑙 + 1))] 

,𝐺2) و                     𝑞, 𝑡)   (21)شکل    اشدمسير هيلتوني نداشته ب . 

 

 
,𝐿𝑅)( در  2ج-5برقراری شرط )م  .21شکل   𝑠, 𝑡) 

 

𝑏  )د( = 𝑑 = 2, 𝑎 = 1, 𝑠 = (1, 𝑙 + 1), 𝑡 = (1, 𝑛 − 1)  

 (.22)شکل        
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,𝐿𝑅)د( در  -5برقراری شرط )م  .22شکل   𝑠, 𝑡) 

 

𝑠  )ه(  = (1, 𝑙 + 1) , 𝑡 = (3, 𝑛)  ، فرد باشد 𝑐  ، 
𝑎 = 𝑏 = 1 

 و 
𝑑 = 2 

 (. 23)شکل  

 
,𝐿𝑅)ه( در  -5برقراری شرط )م  .23شکل   𝑠, 𝑡) 

 

,𝐺1}يد  فرض كن  (6م) 𝐺2}    ازیک تفکيک  𝐿𝑅  كه در آن  یطور به  باشد 

𝑠𝑦 , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙, 𝐺1 = 𝑅(𝑚 − 𝑘, 𝑙) ,    
𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛 − 𝑙; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏) 

 (. 24دور هميلتوني نداشته باشد )شکل  𝐺2 فرد باشد و    𝐺1و  

 

 
,𝐿𝑅)( در  7برقراری شرط )م  .24شکل   𝑠, 𝑡) 

,𝐺1}يد  فرض كن  (7م) 𝐺2}    ازیک تفکيک 𝐿𝑅  كه در آن   یطور به  باشد 

𝐺2 = 𝑅(𝑚 − 𝑘, 𝑙), 𝐺1 = 𝑂(𝑚, 𝑛 − 𝑙; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)   
𝑠𝑦  كه در آن  یطوربه   باشد  𝐿𝑅  ازیک تفکيک   , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙,  و  𝐺2 فرد باشد 

|𝑉𝐵(𝐺1)| = |𝑉𝑊(𝐺1)| + با    𝐺1و   2 مشترک  سفيد  رأس  چهار  حداقل 

𝐺2    (. 25نداشته باشد )شکل 

 

 
,𝐿𝑅)( در  8برقراری شرط )م  .25شکل   𝑠, 𝑡) 

 

ت اگر  قبول اس قابلشکل با یک حفره مستطيلي  -𝐿گراف توری    :1-4تعریف  

باشد و در هيچ-سازگار از شرایط ممنوعه )مرنگي  (  7م)  –(  3( و )م1یک 

 صدق نکند. 

 

,𝐿𝑅)اگر گراف توری    :1- 4قضیه   𝑠, 𝑡)  گاه  مسير هميلتوني داشته باشد، آن

 قبول است. قابل

كرد    يمصورت ثابت خواه  ینحکم درست نباشد. در ا  يدفرض كن  . اثبات 

𝐿𝑅)  كه , 𝑠, 𝑡)  اگر  يلتونيهم  مسير كه  است  واضح  𝐿𝑅)  ندارد.  , 𝑠, 𝑡) 

آني  رنگ-سازگار 𝐿𝑅)  گاهنباشد،  , 𝑠, 𝑡)   بنابرا  يلتونيهم  مسير   ینندارد. 

كم كلبدون  از  مئمس  يتشدن  فرض  𝐿𝑅)كنيم  يله  , 𝑠, 𝑡)  ي  رنگ-سازگار

(  7م )  –(  3( و )م1یط )ماز شرا  یکيداد كه اگر    يم. در ادامه نشان خواهباشد

𝐿𝑅)  گاهبرقرار باشد، آن  , 𝑠, 𝑡)  ندارد.   يلتونيهم  مسير 

,𝑠}رأس برشي یا    𝑡یا   𝑠  اگررا ببينيد.    15( شکل  1)م  شرط  یبرا   𝑡} 

رأسي تور   از  برش  آن  𝐿𝑅ی  گراف  یا   𝐿𝑅\{𝑡}یا    𝐿𝑅\{𝑠}  گاهباشد، 

 𝐿𝑅\{𝑠, 𝑡}  ین،  بنابرا  شوديم  یهمبند  و شامل حداقل دو مؤلفه   ناهمبند

يجه كند. در نت  عبور  𝑡یا   𝑠  دو بار از  باید  𝑡و    𝑠ين ب  يلتونيهم  يردر هر مس
(𝐿𝑅 , 𝑠, 𝑡) ندارد.   يلتونيهم  مسير 

شرط آن(  3)م  اگر  باشد،  𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒(𝑤)  گاهبرقرار  =   ین، بنابرا 1

  يلتونيهم  يردر هر مس  تواندنمي  𝑤  ست،امشخص    16شکل    طور كه درهمان

𝑤  كه   ینداشته باشد، مگر ا  وجود  𝑡به   𝑠  از = 𝑠   یا𝑤 = 𝑡.   

ببينيد.    17( شکل  4)م  شرط  یبرا  اگررا  ,𝐺2)  واضح است كه  𝑞, 𝑡)  

ندارد و از آن    وجود  𝑡و    𝑞ين ب  يلتونيهم  يرمس  يچ گاه هآن   نباشد،  قبولقابل

ه  يجهنت  توانيم كه  نخواهد    𝑡و    𝑠ين  ب  يلتونيهم  يرمس  يچگرفت  وجود 

 داشت. 

,𝐺1}يد  . فرض كنيریدنظر بگدر  را  18الف( شکل  -5)م  شرط  یبرا  𝐺2} 

 كه  یطور به  باشد  𝐿𝑅  از  يافراز افق  یک
  𝐺1 = 𝑅(2, 𝑙)  

 و 

𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛 − 𝑙; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)  . 

𝑚  چون − 𝑘 = علاوه چون  𝐺1 كه   دهديم  يجه نت  این  2 به  است.    زوج 

𝐿𝑅  كه  گيریم يم  يجهنت  باشد،يم  فرد 𝐺2  ير است. واضح است كه مس  فرد 

  𝐺2  وارد  𝑢یا    𝑣  از رئوس  یکي  یقاز طر  باید  𝑠  با شروع از رأس  يلتونيهم

  برود. چون   𝑡  خارج شود و به رأس 𝑣یا    𝑢  و از رأس  يمایشپ  را  شود، رئوس
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𝐺2  و است  ,𝑢 فرد  𝑣  ،هستند ,𝐺2)  ناهمرنگ  𝑢, 𝑣)  نيست  رنگي-سازگار 

𝐿𝑅) يجهندارد. در نت  يلتونيهم  يرمس  ینبنابرا , 𝑠, 𝑡)  ندارد.  يلتونيهم  مسير 

,𝐺1}يد  كن  نظر بگيرید. فرضرا در  19ب( شکل  -5)م  شرط  یبرا  𝐺2} 

 كه  یطور به  باشد  𝐿𝑅  از  يافراز افق  یک
  𝐺1 = 𝑅(2, 𝑙)  

 و 

𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛 − 𝑙; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)  . 

𝑚  چون − 𝑘 = است  𝐺1  كه  دهديم  يجهنت  این  2 دارا   زوج  دور    یو 

به علاوه چونباشديم  يلتونيهم  .  𝐿𝑅    كه  گيریم يم  يجهنت  ،استفرد  𝐺2 

چون حال  است.  ,𝑠  ينب  يلتونيهم  يرمس  هيچ  𝐺2  فرد  𝑡  پس   ندارد، 

(𝐿𝑅 , 𝑠, 𝑡)  يستقبول نقابل  نيز . 

,𝐺1}يد  كن  بگيرید. فرضنظر  را در  20( شکل  1ج-5)م  شرط  یبرا  𝐺2}  

 كه  یطور به  باشد  𝐿𝑅  از  يافراز افق  یک
  𝐺1 = 𝑅(2, 𝑙)  

 و 

𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛 − 𝑙; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)  . 

𝑚  چون − 𝑘 = است  𝐺1 كه   دهديم  يجه نت  این  2 علاوه چون.  زوج    به 

𝐿𝑅  كه  گيریمي م  يجهنت  باشد،يفرد م 𝐺2 يراست. واضح است كه مس  فرد  

  یقكرده و از طر  يط  را  𝐺1  رئوس  يتمام   باید  𝑠  با شروع از رأس  يلتونيهم

 به   𝐺2  رئوس  يجا بعد از ملاقات كردن تمامو از آن  برود  𝑞به رأس   𝑝  رأس

𝑡  چون ,𝐺2)  برود.  𝑞, 𝑡)  نت  يلتونيهم  يرمس در  𝐿𝑅)  يجهندارد.  , 𝑠, 𝑡)  

 ندارد.   يلتونيهم  مسير

(  1ج- 5)م  مشابه شرط  اثباترا ببينيد.    21( شکل  2ج-5برای شرط )م

 . است  ياهكل گراف، س  یترنگ اكثر  جایناست. فقط در ا

طور كه در شکل  همان را در نظر بگيرید.    22د( شکل  -5)م  شرط  یبرا 

ه است،  رأس  ينب  يلتونيهم  يرمس  يچمشخص    یافت   تواننمي  𝑡و    𝑠  دو 

,𝑢  كه هر سه رأس  یطوربه 𝑣, 𝑤   .را شامل شود 

طور كه در شکل  همان نظر بگيرید.  ررا د  23ه( شکل  -5)م  شرط  یبرا 

ه است،  رأس  ينب  يلتونيهم  يرمس  يچمشخص    یافت   تواننمي  𝑡و    𝑠  دو 

,𝑢  كه هر دو رأس  یطوربه 𝑣  .را شامل شود 

در این شرط با یک بررسي ساده    نظر بگيرید.را در  24( شکل  6مبرای شرط )

پيدا كرد    𝑡و    𝑠توان مسير هميلتوني بين رئوس  توان دید كه همواره نميمي

 را شامل شود.   𝑣 و  𝑢زمان هر دو رأس  طوری كه همبه

هستند    ياهدو س  هر  𝑡و    𝑠  جایندر ارا ببينيد.    25( شکل  7مبرای شرط )

اند. واضح  است( قرار گرفته  يدآن سف  یتو رنگ اكثر  )كه فرد  𝐺2  و داخل

 ي ط  را  𝐺2  از رئوس  یتعداد   باید  𝑠  با شروع از رأس  يلتونيهم  يراست كه مس

  يمایش و تمام رئوس آن را پ  شود  𝐺1  وارد  𝑦یا   𝑥  از رئوس  یکيو از    دنك

  رئوس   يهشود و بق  وارد  𝐺2به    𝑥یا   𝑦  از رئوس  یکي  یقكند و سپس از طر

𝐺2  و به  دنرا ملاقات ك  𝑡  يمایشپ  یبرا  يرمس  3حالت حداقل به    یندر ا  .برود  

𝐺2 4حداقل به   ینفرد باشد. بنابرا  يرمس  یکزوج و    يراست كه دو مس  نياز  

ا  باشد؛يم  نياز  𝐺1  مجاور با  يدرأس سف   همواره   𝑢  مثل  يحالت رأس  یندر 

 ■   .گيرديقرار م  يرخارج از مس
 

مسیر -5 ساخت  در   همیلتونی  الگوریتم 
(𝑳𝑹, 𝒔, 𝒕) 

ا در گراف    يلتونيهم  يرداد كه تمام مسائل مس  يمبخش نشان خواه  یندر 

در    حل دارند.قبول هستند، راه كه قابل  يليحفره مستط  یکبا    شکل𝐿ی  تور

كنيم. در استفاده مي  39له از تکنيک تقسيم و غلبه ادامه برای حل این مسئ

شکل  𝑂مستطيلي و  را به دو زیر گراف توری    𝐿𝑅گراف توری    ،گام نخست

ها، بر  كنيم. در گام دوم مسير یا دور هميلتوني را در این زیر گرافتقسيم مي

آوریم. در گام آخر  دست مي [ به3،14،15شده در ]های ارائه اساس الگوریتم 

كنيم. توجه كنيد  ب ميآمده در گام قبل را با هم تركيدست مسير و دور به

  يرمس   مسئله  ،1-5لم    در  نظر گرفته شده است.كل گراف فرد در  كه اندازه 

,𝐿𝑅) در  يلتونيهم 𝑠, 𝑡) كه  يحالت  یبرا  را 𝑚 − 𝑘 =  كنيم يحل م  است   1

  ،5- 2لم    سپس در  دهيم،يدر آن را شرح م  يلتونيهم  يرو نحوه ساخت مس

𝑚  كه  يحالت  یرا برا  لهمسئ − 𝑘 = در نهایت در لم   .كنيميحل م  است،  2

𝑚)له را برای حالتي كه مسئ ،3-5 − 𝑘) × 𝑙   و  فرد است𝑠𝑦 , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙    حل

  كنيم.مي

 

𝑃(𝐿𝑅يد  فرض كن  :1- 5لم   , 𝑠, 𝑡)  با قبول  يلتوني قابلهم  يرمس  مسئله  

𝑚 − 𝑘 = ,𝐿𝑅)ی  قبول برا افراز قابل   یک  گاهآن   باشد.  1 𝑠, 𝑡)  دارد و   وجود 

 است.   يلتونيهم  يرآن شامل مس  ينهمچن

,𝐺1}يد فرض كن  اثبات.  𝐺2}  از  يبرش افق  یک 𝐿𝑅  كه در   یطوربه   باشد

 آن

𝐺1 = 𝑅(1, 𝑙)  و  𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)  (. 26  )شکل 

 

 
 1-5در لم    𝐿𝑅نحوه افراز    .26شکل  

 

𝑚  چون   − 𝑘 = 𝑠  بنابراین 1 = آن   (1,1) از  كه  و  قرارداد  جا  طبق 

مختصات   با  و  سفيد  (1,1)رأس  است، 𝐿𝑅  است  ,𝑠  فرد  𝑡   يد سف  فقط  

𝑝فرض كنيد    باشند.  تواننديم = (1, 𝑙)    و𝑞 = (1, 𝑙 + . واضح است كه  (1

𝑝 ∈ 𝑉(𝐺1)  ،𝑞 ∈ 𝑉(𝐺2)    و𝑝~𝑞.    چون𝐺1  یک توری  گراف  - یک 

,𝑠و    مستطيلي است 𝑝  بنابراین    ،رئوس انتهایي در آن هستند(𝐺1, 𝑠, 𝑝)   در

قبول است. پس طبق  قابل د و  گير( قرار نمي2( و )م1یک از شرایط )م هيچ

در آن را بر اساس الگوریتم مسير هميلتوني دارد. مسير هميلتوني    1-3  قضيه

,𝐺2). از طرفي اگر  (27)شکل    آوریمدست مي[ به 3شده در ]ارائه  𝑞, 𝑡)    مسير

باشد نداشته  آن هميلتوني  ,𝐿𝑅)گاه  ،  𝑠, 𝑡)   ممنوعه شرط  قرار  (  4)م  در 

استمي تناقض  كه  ,𝐺2)راین  بناب   گيرد  𝑞, 𝑡)  قضيه مسير    3-3  طبق 
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مسير هميلتوني   دارد.  ارائه هميلتوني  الگوریتم  اساس  بر  را  آن  در  در  شده 

 .(28)شکل    آوریمدست مي[ به 14،15]

 

 
,𝐺1)مسير هميلتوني در    .27شکل   𝑠, 𝑝)    1-5طبق لم 

 

 
,𝐺2)مسير هميلتوني در    .28شکل   𝑞, 𝑡)    1-5طبق لم 

 

,𝑝با اتصال دو رأس    نهایتحال در     𝑞   به هم، مسير هميلتوني در

(𝐿𝑅, 𝑠, 𝑡)   (29)شکل    شودساخته مي       .           ■ 

 
,𝐿𝑅)مسير هميلتوني در    .29شکل   𝑠, 𝑡)    1-5طبق لم 

 

𝑃(𝐿𝑅يد  فرض كن  :2-5لم   , 𝑠, 𝑡)  با قبول  يلتوني قابلهم  يرمس  مسئله  

𝑚 − 𝑘 = ,𝐿𝑅)ی  قبول برا افراز قابل   یک  گاهآن   باشد.  2 𝑠, 𝑡)  دارد و    وجود

 است.   يلتونيهم  يرآن شامل مس  ينهمچن

كن  اثبات.  توجه  ابتدا  تنها    يددر  ز  یکيكه  حالت  سه  دو    یبرا  یراز 

,𝑠رأس 𝑡   دهديم  رخ . 

𝑠𝑦  :1حالت   , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙  .حالت  ینواضح است كه در ا  (𝐿𝑅, 𝑠, 𝑡)  در شرط  

مي -5)م  ممنوعه  قرار  تناقض    گيردالف(  ا  ین،بنابرا  استكه    حالت  یندر 

(𝐿𝑅, 𝑠, 𝑡)  ندارد.   يلتونيهم  مسير 

𝑠𝑦  :2حالت   , 𝑡𝑦 > 𝑙  .يد  فرض كن{𝐺1, 𝐺2}  از  يبرش افق   یک  𝐿𝑅   باشد  

𝐺1كه در آن  یطوربه = 𝑅(2, 𝑙)  و  𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)  

 .را ببينيد(  30)شکل  

 
 2-5از لم    2در حالت    𝐿𝑅نحوه افراز    .30شکل  

,𝑠واضح است كه   𝑡 ∈ 𝑉(𝐺2).  ا ,𝑠جا  یندر  𝑡  ياه س  یا  يدسف  توانند مي  

. اثبات  دهيميهستند انجام م  يدكه هر دو سف  يحالت  یباشند. اثبات را برا 

دور    𝐺1 كه   كنيمي ثابت م  ابتدا  هستند، مشابه است.  ياهكه هر دو س  يحالت

چون   دارد  𝑚هميلتوني  − 𝑘 > 𝑙و   1 > لم  1 طبق   ،3-1  𝐺1   دور دارای 

هميلت دور  است.  ارائه هميلتوني  الگوریتم  طبق  را  آن  در  ]وني  در  [  3شده 

 .  (31)شکل    آوریمدست مي به

 

 
 2-5از لم    2طبق حالت    𝐺1دور هميلتوني در    .31شکل  

مي ثابت  ادامه  كه  در  ,𝐺2)كنيم  𝑠, 𝑡)  و  -سازگار است  مسير  رنگي 

دارد 𝑚  چون  .هميلتوني  − 𝑘 = 2  ،𝐺1  مي چون زوج  حال  فرد   𝐿𝑅شود. 

,𝐺2)وضوح  به   حالت  یناست. در ا  فرد  𝐺2 كه  دهدي م  يجهنتاست، این   𝑠, 𝑡) 

,𝐺2)اگر  است.    رنگي-سازگار 𝑠, 𝑡)  باشد نداشته  هيلتوني  آن مسير  گاه  ، 

(𝐿𝑅, 𝑠, 𝑡)   ممنوعه شرط  قر -5)م  در  مي ب(  استار  تناقض  كه  پس    گيرد 

(𝐺2, 𝑠, 𝑡)    مسير هميلتوني دارد. مسير هميلتوني در آن را   3-3طبق قضيه

   (.32آوریم )شکل  دست مي[ به14س الگوریتم ارائه شده در ]بر اسا

 
,𝐺2)مسير هميلتوني در    .32شکل   𝑠, 𝑡)    2-5از لم    2بر اساس حالت 
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  یالدو    یقاز طر  يلتونيهم  يرو مس  يلتونيدور هم  يب با ترك  در نهایت

,𝐿𝑅)  در  يلتونيهم  مسير،  یمواز 𝑠, 𝑡)  ادامه،    در(.  33)شکل    شوديم   ساخته

ترك دور    يرمس  يبروش  مسكنيميم  يانب  را  𝐿𝑅  در  يلتونيهمو  هر   ير . 

رئوس  𝐺2  در  𝑃يلتوني  هم تمام  بنابرااست  𝐺2  شامل    یال   یک  شامل  ین،. 

  𝑠  كه  يجز هنگامبه   باشد،مي  𝐺1  در  یال  یکبا    یكه مواز   است  𝐺2 در  یمرز 

     .باشد  𝐺1  مجاور با  𝑡یا  

 
,𝐿𝑅)مسير هميلتوني در    .33شکل   𝑠, 𝑡)    2-5از لم    2طبق حالت 

  در  یاليبا    یكه مواز  یمرز  یال  يچ ه  شامل  𝐺2  حالت ممکن است  ینادر  

𝐺1  (.  34  )شکل  باشد، نباشد 

 
 شود. پيدا نمي  𝐺2در    𝐺1حالتي كه یالي موازی با    .34شکل  

,𝑠)  یال  يدكن  فرض 𝑣)   یا((𝑡, 𝑣))  از  𝐺2  با آن   𝐺1  مجاور    𝑃 گاهباشد. 

,𝑠)  یالشامل    باید 𝑢)   یا((𝑡, 𝑢))  كه  یطور به  باشد 𝑢  مجاور با  𝐺1   نيست  

جا  بنابراین،(.  38)شکل   نقش  یگزینبا    ير مس  توانيممي  𝑢  با  𝑣  كردن 

  شود  𝐺1  مجاور با  یمرز  یالكه شامل    يم ده  ييرتغ  یاگونهبه  را  𝑃 يلتونيهم

 (. 35)شکل  

 

 
 𝐺2تغيير مسير هميلتوني در   .35شکل  

,𝑒1  یمواز   یالاستفاده از دو    با 𝑒2،  داده    نشان  39شکل    طور كه درهمان

)شکل    يم كن  يب ترك  يلتونيرا با دور هم  يلتونيهم  يرمس  توانيميشده است، م

36 .) 

 

 
,𝐿𝑅)در یافته  تغييرمسير هميلتوني  .  36شکل   𝑠, 𝑡) 

𝑠𝑦  :3حالت   ≤ 𝑙 , 𝑡𝑦 > 𝑙  .كن ,𝐺1}يد  فرض  𝐺2}  افق  یک  از   يبرش 

𝐿𝑅  آن   یطور به   باشد در  𝐺1كه  = 𝑅(2, 𝑙)  و  𝐺2 =

𝑂(𝑚, 𝑛; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏).  كن ,𝑠يد  فرض  𝑝 ∈ 𝑉(𝐺1)    و𝑞, 𝑡 ∈

𝑉(𝐺2)    و𝑝~𝑞.  چون  𝑚 − 𝑘 =  فرد   𝐿𝑅  و چون   شوديزوج م  𝐺1است،    2

  یرز  یرحالتادامه اثبات، دو ز  یاست. برا  فرد  𝐺2  كه  دهدي م  يجهنت  یناست، ا

 :گيریمي را درنظر م

,𝑠) )  :1- 3زیر حالت   𝑡    سفيد باشند و𝑙   ( یا )فرد باشد𝑠, 𝑡    سياه باشند

𝑝  حالت رأس  یندر ا .(زوج باشد(   𝑙و   = (2, 𝑙)  و رأس سياه  𝑞 = (2, 𝑙 +

,𝐺1)  وضوح. به شوديم  سفيد  (1 𝑠, 𝑝)    و(𝐺2, 𝑞, 𝑡)  هستند  رنگي- سازگار  .

م ,𝐺1) كه  كنيم ي حال ثابت  𝑠, 𝑝)  گيردي نم  قرار  (2( و )م1یط )مشرا  در . 

(𝐺1, 𝑠, 𝑝)  1  اگر  گيرديم  قرار  (1)م  در شرط < 𝑠𝑦 = 𝑝𝑦 < 𝑙.  حالت    این

𝑝𝑦  رخ دهد چون،  تواندينم = 𝑙  ین، تناقض است. بنابرا  كه ؛(𝐺1, 𝑠, 𝑝)    در

,𝐺1) است كه  یهي. بدگيردينم  قرار  (1)م   شرط 𝑠, 𝑝)  قرار   (2)م  در شرط  

,𝐺1)  ینبنابرا  گيردينم 𝑠, 𝑝)  قضيه  قابل طبق  و  است  مسير    1-3قبول 

[  3اس الگوریتم ارائه شده در ]هميلتوني دارد. مسير هميلتوني در آن را بر اس

   (.37آوریم )شکل  دست مي به

 

 
,𝐺1)مسير هميلتوني در    .37شکل   𝑠, 𝑝)  2-5از لم   1-3حالت  طبق زیر 

,𝐺2) كه  كنيميحال ثابت م 𝑞, 𝑡)  اگر  .مسير هميلتوني دارد  (𝐺2, 𝑞, 𝑡) 

,𝐿𝑅)گاه  ، آن مسير هميلتوني نداشته باشد 𝑠, 𝑡)    (  1ج-5)م  در شرط ممنوعه

است.    گيردقرار مي  تناقض  ,𝐺2)  ینبنابراكه  𝑞, 𝑡)  مسير    3-3  طبق قضيه

آن را  هميلتوني   الگوریتم موجود در  دارد. مسير هميلتوني در  [  14]طبق 

   (.38  آوریم )شکلمي دست  به
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,𝐺2)مسير هميلتوني در    .38شکل   𝑞, 𝑡)  2-5از لم    1-3حالت  طبق زیر 

,𝐿𝑅)  در  يلتونيهم  مسير 𝑠, 𝑡)  رأس  یقطر  از دو    ، 𝑞و    𝑝  اتصال 

 . شودي داده شده است، ساخته م  نشان  39شکل    طور كه درهمان

 
,𝐿𝑅)مسير هميلتوني در    .39شکل   𝑠, 𝑡)  2-5از لم    1-3حالت  طبق زیر 

,𝑠)) :2- 3حالت زیر 𝑡    سفيد باشند و𝑙  ( یا )زوج باشد𝑠, 𝑡    سياه باشند

𝑝  حالت رأس  یندر ا  فرد باشد((.  𝑙و   = (1, 𝑙)  و رأس  سياه 𝑞 = (1, 𝑙 +

,𝐺1)  وضوح. به شوديم  سفيد  (1 𝑠, 𝑝)    و(𝐺2, 𝑞, 𝑡)  رنگي هستند.  - سازگار

قابل بودن  اثبات  ,𝐺1)قبول  𝑠, 𝑝)  زیر حال    1-3حالت  مانند    اگر است. 

(𝐺2, 𝑞, 𝑡)  باشد نداشته  هميلتوني  آن مسير  ,𝐿𝑅)گاه  ،  𝑠, 𝑡)     شرط در 

,𝐺2)ین  بنابراكه تناقض است.    گيرد( قرار مي2ج-5)م  ممنوعه  𝑞, 𝑡)    طبق

يلتوني در آن را طبق الگوریتم دارد. مسير هم  مسير هميلتوني  3-3  قضيه

,𝐿𝑅) در   يلتونيهم  مسير. در نهایت  آوریمدست مي[ به14موجود در ] 𝑠, 𝑡)  

داده شده    نشان  40شکل    طور كه درهمان  ،𝑞و    𝑝  اتصال دو رأس  یقطر  از

 ■                                                                    .شودي است، ساخته م

 
,𝐿𝑅)مسير هميلتوني در    .40شکل   𝑠, 𝑡)  2-5از لم    2-3حالت  طبق زیر 

 گيریم:نظر مي در ادامه، محدودیت زیر را در

• 𝑚 − 𝑘 = 𝑑  یا 

• 1 ≤ 𝑑 ≤ 𝑚 − 𝑘 , 1 ≤ 𝑐 ≤ 𝑘  یا 

• 𝑐 = 𝑘. 

و مسئدر  روی  محدودیت  این  اعمال  با  محدود  له،  اقع  حفره  حركت 

دهد را كاهش  له رخ ميوان تعداد حالات خاصي كه برای مسئتشود و مي مي

 داد. 
 

𝑃(𝐿𝑅يد  فرض كن  :3-5لم   , 𝑠, 𝑡)  باقبول  يلتوني قابلهم  يرمس  لهمسئ  

𝑠𝑦 , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙  ،  𝑚 − 𝑘 > 2، 𝑙 > 𝑚)  و  1 − 𝑘) × 𝑙  یک گاه باشد، آن  فرد  

قابل  برا افراز  ,𝐿𝑅)  یقبول  𝑠, 𝑡)  همچن  وجود و  مس  ين دارد  شامل    يرآن 

 است.   يلتونيهم

𝑚)  چون  اثبات.  − 𝑘) × 𝑙  گرفت كه  يجهنت  توانيفرد است، م 𝑚 −

𝑘   و𝑙  هستند فرد  دو  𝑚)و    هر  − 𝑘), 𝑙 ≥ كن  .3 ,𝐺1}يد  فرض  𝐺2}   یک 

 كه در آن  یطور به(  41)شکل    باشد  𝐿𝑅  از  يبرش افق
  𝐺1 = 𝑅(𝑚 − 𝑘, 𝑙)  

 و  
𝐺2 = 𝑂(𝑚, 𝑛; 𝑚1, 𝑛1; 𝑑, 𝑐, 𝑎, 𝑏)   
   

 

 
 3-5در لم    𝐿𝑅نحوه افراز    .41شکل  

كه است  ,𝑠  واضح  𝑡 ∈ 𝑉(𝐺1)   مباشدمي نشان  ادامه  در   كه   دهيمي . 

(𝐺1, 𝑠, 𝑡)  (  2( و )م1)م  یط ممنوعه شراكدام از  هيچو در    سترنگي ا-سازگار

نهایت  در    .دارد  يلتونيهم  دور  𝐺2 كه  دهيمينشان م  گيرد. همچنينقرار نمي 

در   را  هميلتوني  ,𝐿𝑅)مسير  𝑠, 𝑡)  چون  آوریم.مي  دستبه  (𝑚 − 𝑘) × 𝑙  

است، مي  فرد  كه نتيجه  آن   𝐺1گيریم  از  و  است  كه  فرد  است،    𝐿𝑅جا  فرد 

,𝑠رئوس  شود. حال چون  زوج مي  𝐺2گراف  زیر 𝑡  اكثریت دارند و داخل    رنگ

𝐺1  است فرد  گرفته   كه  شرطقرار  كه  است  واضح  در  -سازگار  اند،  رنگي 

(𝐺1, 𝑠, 𝑡)    چون طرفي  از  است.  𝑚)برقرار  − 𝑘), 𝑙 ≥   𝐺1هستند،    3

توری   گراف  یک  مي-3حداقل  كهمستطيلي  است  روشن  بنابراین    شود. 
(𝐺1, 𝑠, 𝑡)  گيرد. پس  ( قرار نمي 2( و )م1)م  یک از شرایط ممنوعه در هيچ

در آن را بر اساس  مسير هميلتوني دارد. مسير هميلتوني    1-3  طبق قضيه

 .  (42)شکل    آوریمدست مي[ به 3شده در ]الگوریتم ارائه 

 

 
,𝐺1)مسير هميلتوني در    .42شکل   𝑠, 𝑡)    3-5طبق لم 
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,𝐿𝑅)گاه  دور هميلتوني نداشته باشد، آن  𝐺2حال اگر   𝑠, 𝑡)   در شرط ممنوعه  

همواره دور هميلتوني دارد.    𝐺2كه تناقض است. بنابراین   گيرد( قرار مي 7)م

 آوریمدست ميبه[  15شده در ]در آن را بر اساس الگوریتم ارائهدور هميلتوني  

 .  (43)شکل  

 
 𝐺2دور هميلتوني در    .43شکل  

,𝐿𝑅)در نهایت مسير هميلتوني در  𝑠, 𝑡)  آمده در  دسترا با تركيب مسير به

𝐺1    و دور ساخته شده در𝐺2،  این تركيب (44)شکل    آوریمبه دست مي .

لم   در  كه  روشي  مشابه  دور  با  مي   2-5مسير  انجام  شد،                              شود.مطرح 

 ■ 

 

 
,𝐿𝑅)مسير هميلتوني در    .44شکل   𝑠, 𝑡)    3-5طبق لم 

 

 شود.زیر نتيجه مي  قضيه  3-5تا    1-5های  لمو    1-4  از قضيه

 

  3-5تا    1-5های  در سه حالتي كه در لم  𝐿𝑅گراف توری    :1-5قضیه  

معين   رأس  دو  بين  شد،  همي  𝑡و    𝑠بيان  اگر  مسير  تنها  و  اگر  دارد  لتوني 

 قبول باشد. قابل

 

در زمان خطي    1-5  آمده در قضيهدستمسير هميلتوني به  :2- 5قضیه  

 شود. ساخته مي 

زمان    اثبات.  در  ابتدا  در  توری    𝑂(1)الگوریتم  دو   𝐿𝑅گراف  به  را 

تقسيم    3-5تا    1-5های  شکل بر اساس لم -𝑂گراف توری مستطيلي و  زیر

بر اساس  ها،  گراف ر یا دور هميلتوني را در این زیركند. در گام دوم مسيمي

آورد. در گام  دست مي[ در زمان خطي به3،14،15شده در ]های ارائه الگوریتم

با هم تركيب    𝑂(1)آمده در گام قبل را در زمان  دستآخر مسير و دور به 

مسير   حسب اندازه گراف()بر كند. به این ترتيب الگوریتم در زمان خطيمي

,𝐿𝑅)هميلتوني در  𝑠, 𝑡)  آورد.دست ميبه                            ■ 

 گیری نتیجه -6

با یک  شکل  𝐿له مسير هميلتوني در گراف توری  در این مقاله به بررسي مسئ

𝑚شرایط لازم را برای حالات خاصي مثل  مستطيلي پرداختيم. ابتدا    حفره  −

𝑘 = 1  ،𝑚 − 𝑘 = 𝑚)و    2 − 𝑘) × 𝑙 , 𝑠𝑦 , 𝑡𝑦 ≤ 𝑙 , 𝑙 > دادیم  1 .  ارائه 

برای حالات مذكور یک الگوریتم كه از تکنيک تقسيم و غلبه استفاده    سپس

كرد، ارائه دادیم و ثابت كردیم كه مسير هميلتوني بر اساس این الگوریتم مي

 شود. در زمان خطي ساخته مي 
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16 Linear time 
17 Parallel algorithm 
18 Hexagonal grid graphs 
19 Triangular grid graphs 
20 Super grid graphs 
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21 L-shaped grid graph 
22 O-shaped grid graph 
23 C-shaped grid graph 
24 Even 
25 Odd 
26 Degree 
27 Bi-partite 
28 Majority color 
29 Minority color 
30 Adjacent 
31 Connected graph 
32 Vertex cut 
33 Cut vertex 
34 Separation 
35 Color-compatible 
36 Forbidden conditions 
37 Isomorphic 
38 Acceptable 
39 Divide & conquer 
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